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机器学习中的优化问题

监督学习

经验风险最小化

𝑛是样本数量、ℋ为假设空间，其维度为𝑑
ℓሺ⋅,⋅ሻ为损失函数、𝜙ሺ⋅ሻ为正则化因子

𝐱ଵ,𝑦ଵ
…

𝐱௡,𝑦௡
𝑦 ൎ ℎሺ𝐱ሻ

苹果

苹果

其他

min
௛∈ℋ

1
𝑛෍ℓ ℎ 𝐱௜ ,𝑦௜

௡

௜ୀଵ

൅ 𝜙ሺℎሻ
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典型学习算法

最小二乘回归

平方损失：ℓ 𝑢, 𝑣 ൌ 𝑢 െ 𝑣 ଶ

线性函数空间：ℋ ൌ ℎ 𝐱 ൌ 𝐰ୃ𝐱,𝐰 ∈ ℝௗ

深度学习

交叉熵损失：ℓ 𝐱,𝑦 ൌ ∑ 𝑦௖ log 𝑝௖ሺ𝐱ሻ௄
௖ୀଵ

函数空间：神经网络

min
𝐰∈ℝ೏

1
𝑛෍ 𝐰ୃ𝐱௜ െ 𝑦௜ ଶ

௡

௜ୀଵ
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优化算法

优化问题

确定优化——梯度下降（GD）

1. 计算梯度

2. 更新模型

min
𝐰

𝐹 𝐰 ൌ
1
𝑛෍ℓ 𝐰ୃ𝐱௜ ,𝑦௜

௡

௜ୀଵ

计算复杂度高、收敛速率快

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ 𝜂௧∇𝐹ሺ𝐰௧ሻ

∇𝐹 𝐰௧ ൌ
1
𝑛෍∇ℓ 𝐰௧

ୃ𝐱௜ ,𝑦௜

௡

௜ୀଵ

𝑂ሺ𝑛𝑑ሻ计算复杂度𝑂ሺ𝑛𝑑ሻ
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优化算法

优化问题

随机优化——随机梯度下降（SGD）

1. 随机采样

2. 计算随机梯度

3. 更新模型

min
𝐰

𝐹 𝐰 ൌ
1
𝑛෍ℓ 𝐰ୃ𝐱௜ ,𝑦௜

௡

௜ୀଵ

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ 𝜂௧𝐠௧

𝐠௧ ൌ ∇ℓ 𝐰௧
ୃ𝐱௧ ,𝑦௧

𝐱௧ ,𝑦௧ ∼ 𝐱ଵ,𝑦ଵ , … , ሺ𝐱௡,𝑦௡ሻ

𝑂ሺ𝑑ሻ计算复杂度𝑂ሺ𝑑ሻ

计算复杂度低、收敛速率慢
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基于梯度符号的随机优化

随机梯度下降（SGD）

1. 随机梯度

2. 更新模型

符号随机梯度下降（signSGD）

1. 随机梯度

2. 利用梯度符号更新模型

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ 𝜂௧𝐠௧

𝐠௧ ൌ ∇ℓ 𝐰௧
ୃ𝐱௧ ,𝑦௧

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ 𝜂௧Sign 𝐠௧

𝐠௧ ൌ ∇ℓ 𝐰௧
ୃ𝐱௧ ,𝑦௧

SGD及其变形
（如Adam）广泛
应用大规模训练

降低通讯代价
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大模型训练

Lion (EvoLved Sign Momentum) [Chen et al., 2023]

不仅提高通讯效率，还提升训练效率

𝐮௧ ൌ 𝛽ଵ𝐮௧ିଵ ൅ ሺ1 െ 𝛽ଵሻ∇ℓ 𝐰௧
ୃ𝐱௧,𝑦௧

𝐦௧ ൌ 𝛽ଶ𝐮௧ିଵ ൅ ሺ1 െ 𝛽ଶሻ∇ℓ 𝐰௧
ୃ𝐱௧,𝑦௧

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ 𝜂௧ Sign 𝐦௧ ൅ 𝜆𝐰௧
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理论研究严重滞后

单机场景

依赖大批量采样 [Bernstein et al., 2018]

对噪声添加额外假设 [Bernstein et al., 2019]

收敛速率慢 [Sun et al., 2023]

𝑂
1

𝑇ଵ/ସ 批量大小：收敛速率: 𝑂
1
𝜖ଶ

𝑂
1

𝑇ଵ/ସ 单峰对称噪声：收敛速率:

𝑂
𝑑

𝑇ଵ/ସ收敛速率: ，对维度𝑑的依赖过高
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理论研究严重滞后

分布式场景

收敛速率慢 [Jin et al., 2021]

无法收敛到0 [Sun et al., 2023]

𝑂
𝑑ଷ/଼

𝑇ଵ/଼收敛速率: ，对迭代轮数𝑇的依赖差

𝑂
𝑑

𝑇ଵ/ସ ൅
𝑑
𝑚

收敛速率: ，𝑚为分布式节点数量
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理论挑战

快速收敛的符号随机优化 [Jiang et al., 2024; 2025]

我们的工作

𝐠௧ ൌ ∇ℓ 𝐰ୃ𝐱௧ ,𝑦௧
• 随机梯度方差大

Sign 𝐠௧
• 符号操作引入误差

动量法（Momentum） 方差约减（Variance Reduction）
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1、结合动量法的符号随机优化

算法流程 [Jiang et al., 2025]
1. 随机梯度

2. 梯度动量

3. 利用符号更新模型

𝐯௧ ൌ 1 െ 𝛽 𝐯௧ିଵ ൅ 𝛽𝐠௧

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ 𝜂௧Sign 𝐯௧

𝐠௧ ൌ ∇ℓ 𝐰௧
ୃ𝐱௧ ,𝑦௧

考虑梯度的累积趋势
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1、结合动量法的符号随机优化

理论保障 [Jiang et al., 2025]
假设1：函数平滑

假设2：方差有界

收敛速率

∇𝐹 𝐮 െ ∇𝐹ሺ𝐯ሻ ൑ 𝐿 𝐮 െ 𝐯

𝔼 ∇𝐹 𝐰ఛ ଵ ൌ 𝑂
𝑑

𝑇ଵ/ସ

𝔼ሺ𝐱,௬ሻ ∇𝐹 𝐰 െ ∇ℓ 𝐰ୃ𝐱,𝑦 ଶ ൑ 𝜎ଶ



https://ai.nju.edu.cn/zlj

1、结合动量法的符号随机优化

理论优势

方法 收敛速率 额外假设

Bernstein et al., 2018 𝑂 1/𝑇ଵ/ସ 极大批量

Bernstein et al., 2019 𝑂 1/𝑇ଵ/ସ 单峰对称噪声

Sun et al., 2023 𝑂 𝑑/𝑇ଵ/ସ -

Jiang et al., 2025 𝑂 𝑑/𝑇ଵ/ସ -

注：前两个工作没有维度𝑑依赖，是由于平滑性假设不同
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实验结果

数据集：CIFAR-10

准确率 损失函数

实值优化算法
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实验结果

数据集：CIFAR-10
实值优化算法

梯度ℓଵ范数 梯度ℓଶ范数
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2、结合方差约减的符号随机优化

算法流程 [Jiang et al., 2024]
1. 随机梯度

2. 方差约减 [Cutkosky and Orabona, 2019]

3. 利用符号更新模型

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ 𝜂௧Sign 𝐯௧

𝐠௧ሺ𝐰௧ሻ ൌ ∇ℓ 𝐰௧
ୃ𝐱௧ ,𝑦௧

𝐯௧ ൌ 1 െ 𝛽 𝐯௧ିଵ ൅ 𝛽𝐠௧ሺ𝐰௧ሻ

                 ൅ 1 െ 𝛽 𝐠௧ሺ𝐰௧ሻ െ 𝐠௧ 𝐰௧ିଵ

通过梯度作差降低偏差
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2、结合方差约减的符号随机优化

算法流程 [Jiang et al., 2024]
1. 随机梯度

2. 方差约减 [Cutkosky and Orabona, 2019]

3. 利用符号更新模型

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ 𝜂௧Sign 𝐯௧

𝐠௧ሺ𝐰௧ሻ ൌ ∇ℓ 𝐰௧
ୃ𝐱௧ ,𝑦௧

通过梯度作差降低偏差

𝐯௧ ൌ 𝐠௧ሺ𝐰௧ሻ ൅ 1 െ 𝛽 𝐯௧ିଵ െ 𝐠௧ሺ𝐰௧ିଵሻ
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2、结合方差约减的符号随机优化

理论保障 [Jiang et al., 2024]
假设1：平均平滑

假设2：方差有界

收敛速率

𝔼ሺ𝐱,௬ሻ ∇ℓ 𝐮ୃ𝐱,𝑦 െ ∇ℓ 𝐯ୃ𝐱,𝑦 ଶ ൑ 𝐿ଶ 𝐮 െ 𝐯 ଶ

𝔼 ∇𝐹 𝐰ఛ ଵ ൌ 𝑂
𝑑

𝑇ଵ/ଷ

𝔼ሺ𝐱,௬ሻ ∇𝐹 𝐰 െ ∇ℓ 𝐰ୃ𝐱,𝑦 ଶ ൑ 𝜎ଶ
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2、结合方差约减的符号随机优化

理论优势

方法 收敛速率 额外假设

Bernstein et al., 2018 𝑂 1/𝑇ଵ/ସ 极大批量

Bernstein et al., 2019 𝑂 1/𝑇ଵ/ସ 单峰对称噪声

Sun et al., 2023 𝑂 𝑑/𝑇ଵ/ସ -

Jiang et al., 2025 𝑂 𝑑/𝑇ଵ/ସ -

Jiang et al., 2024 𝑂 𝑑/𝑇ଵ/ଷ 平均光滑性
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实验结果

数据集：CIFAR-10

梯度范数损失函数 准确率
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分布式场景

每个函数𝐹௝分布在不同的节点上

分布式优化协议

Signሺ𝐯ଵሻ Signሺ𝐯௝ሻ
Signሺ𝐯௠ሻ

…节点1 节点𝑚…

1
𝑚෍ Sign 𝐯௝

௠

௝ୀଵ

𝐹ଵ 𝐰 ൌ 𝔼కభ∼𝒟భ ℓሺ𝐰; 𝜉ଵሻ 𝐹௠ 𝐰 ൌ 𝔼క೘∼𝒟೘ ℓሺ𝐰; 𝜉௠ሻ

min
𝐰

 𝐹ሺ𝐰ሻ ൌ
1
𝑚෍𝐹௝ሺ𝐰ሻ

௠

௝ୀଵ

, , , ,𝐹௝ 𝐰 ൌ 𝔼కೕ∼𝒟ೕ ℓሺ𝐰; 𝜉௝ሻ
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分布式场景

每个函数𝐹௝分布在不同的节点上

分布式优化协议

Signሺ𝐯ଵሻ Signሺ𝐯௝ሻ
Signሺ𝐯௠ሻ

𝒔 ൌ Sign
1
𝑚෍ Sign 𝐯௝

௠

௝ୀଵ

𝒔 𝒔

…

𝒔

节点1 节点𝑚…

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ  𝜂௧𝒔

min
𝐰

 𝐹ሺ𝐰ሻ ൌ
1
𝑚෍𝐹௝ሺ𝐰ሻ

௠

௝ୀଵ

, , , ,𝐹௝ 𝐰 ൌ 𝔼కೕ∼𝒟ೕ ℓሺ𝐰; 𝜉௝ሻ
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无偏符号函数

分布式下的新挑战：两次Sign函数的应用

误差叠加

无偏符号函数

对于向量𝐯，其中 𝐯 ஶ ൑ 𝑅 ，定义

𝒔 ൌ Sign
1
𝑚෍ Sign 𝐯௝

௠

௝ୀଵ

Sோሺ𝐯ሻ ௞ ൌ
1, 概率为

𝑅 ൅ 𝑣௞
2𝑅

െ1, 概率为
𝑅 െ 𝑣௞

2𝑅

无偏性
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1、结合动量法的符号随机优化

算法流程 [Jiang et al., 2025]
1. 各节点𝑗计算随机梯度

2. 各节点𝑗维护梯度动量

3. 各节点𝑗传递无偏符号Sோሺ𝐯௧
௝ሻ

4. 服务器传递聚合符号

5. 各节点𝑗更新模型

𝐯௧
௝ ൌ 1 െ 𝛽 𝐯௧ିଵ

௝ ൅ 𝛽𝐠௧
௝

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ  𝜂௧𝒔௧

𝒔௧ ൌ Sign
1
𝑚෍ Sோ 𝐯௧

௝
௠

௝ୀଵ

一次无偏

𝐠௧
௝ ൌ ∇ℓ 𝐰௧

ୃ𝐱௧
௝ ,𝑦௧

௝
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1、结合动量法的符号随机优化

理论保障 [Jiang et al., 2025]
假设1：各节点函数平滑

假设2：各节点方差有界

收敛速率

∇𝐹௝ 𝐮 െ ∇𝐹௝ሺ𝐯ሻ ൑ 𝐿 𝐮 െ 𝐯

𝔼 ∇𝐹 𝐰ఛ ଵ ൌ 𝑂
𝑑
𝑇
൅

𝑑
𝑚

𝔼ሺ𝐱ೕ,௬ೕሻ ∇𝐹௝ 𝐰 െ ∇ℓ 𝐰ୃ𝐱௝ ,𝑦௝ ଶ ൑ 𝜎ଶ
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1、结合动量法的符号随机优化

理论优势

方法 收敛速率 额外假设

Sun et al., 2023 𝑂 𝑑/𝑇ଵ/ସ ൅ 𝑑/ 𝑚 -

Jiang et al., 2025 𝑂 𝑑/ 𝑇 ൅ 𝑑/ 𝑚 -

0误差无法收敛到0
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1、结合动量法的符号随机优化

算法流程 [Jiang et al., 2025]
1. 各节点𝑗计算随机梯度

2. 各节点𝑗维护梯度动量

3. 各节点𝑗传递无偏符号Sோሺ𝐯௧
௝ሻ

4. 服务器传递无偏聚合符号

5. 各节点𝑗更新模型

𝐯௧
௝ ൌ 1 െ 𝛽 𝐯௧ିଵ

௝ ൅ 𝛽𝐠௧
௝

𝒔௧ ൌ Sଵ
1
𝑚෍ Sோ 𝐯௧

௝
௠

௝ୀଵ

两次无偏

𝐠௧
௝ ൌ ∇ℓ 𝐰௧

ୃ𝐱௧
௝ ,𝑦௧

௝

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ  𝜂௧𝒔௧
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1、结合动量法的符号随机优化

理论保障 [Jiang et al., 2025]
假设1：各节点函数平滑

假设2：各节点方差有界

收敛速率

∇𝐹௝ 𝐮 െ ∇𝐹௝ሺ𝐯ሻ ൑ 𝐿 𝐮 െ 𝐯

𝔼 ∇𝐹 𝐰ఛ ଵ ൌ 𝑂
𝑑ଵ/ସ

𝑇ଵ/ସ ൅
𝑑ଵ/ଵ଴

𝑇ଵ/ହ

𝔼ሺ𝐱ೕ,௬ೕሻ ∇𝐹௝ 𝐰 െ ∇ℓ 𝐰ୃ𝐱௝ ,𝑦௝ ଶ ൑ 𝜎ଶ
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1、结合动量法的符号随机优化

理论优势

方法 收敛速率 额外假设

Sun et al., 2023 𝑂 𝑑/𝑇ଵ/ସ ൅ 𝑑/ 𝑚 -

Jiang et al., 2025 𝑂 𝑑/ 𝑇 ൅ 𝑑/ 𝑚 -

Jin et al., 2021 𝑂 𝑑ଷ/଼/𝑇ଵ/଼ -

Jiang et al., 2025 𝑂 𝑑ଵ/ସ/𝑇ଵ/ସ ൅ 𝑑ଵ/ଵ଴/𝑇ଵ/ହ -



https://ai.nju.edu.cn/zlj

实验结果

数据集：CIFAR-100

准确率 损失函数
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实验结果

数据集：CIFAR-100

梯度ℓଵ范数 梯度ℓଶ范数
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2、结合方差约减的符号随机优化

算法流程 [Jiang et al., 2024]
1. 各节点𝑗计算随机梯度

2. 各节点𝑗执行方差约减

3. 各节点𝑗传递无偏符号Sோሺ𝐯௧
௝ሻ

4. 服务器传递无偏聚合符号

5. 各节点𝑗更新模型

𝐯௧
௝ ൌ 𝐠௧

௝ሺ𝐰௧ሻ ൅ 1 െ 𝛽 𝐯௧ିଵ
௝ െ 𝐠௧

௝ 𝐰௧ିଵ

𝐠௧
௝ሺ𝐰௧ሻ ൌ ∇ℓ 𝐰௧

ୃ𝐱௧
௝ ,𝑦௧

௝

𝒔௧ ൌ Sଵ
1
𝑚෍ Sோ 𝐯௧

௝
௠

௝ୀଵ

两次无偏

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ  𝜂௧𝒔௧
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2、结合方差约减的符号随机优化

理论保障 [Jiang et al., 2024]
假设1：各节点平均平滑

假设2：各节点方差有界

收敛速率

𝔼ሺ𝐱ೕ,௬ೕሻ ∇ℓ 𝐮ୃ𝐱௝ ,𝑦௝ െ ∇ℓ 𝐯ୃ𝐱௝ ,𝑦௝ ଶ ൑ 𝐿ଶ 𝐮 െ 𝐯 ଶ

𝔼ሺ𝐱ೕ,௬ೕሻ ∇𝐹௝ 𝐰 െ ∇ℓ 𝐰ୃ𝐱௝ ,𝑦௝ ଶ ൑ 𝜎ଶ

𝔼 ∇𝐹 𝐰ఛ ଵ ൌ 𝑂
𝑑ଵ/ସ

𝑇ଵ/ସ
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2、结合方差约减的符号随机优化

理论优势

方法 收敛速率 额外假设

Sun et al., 2023 𝑂 𝑑/𝑇ଵ/ସ ൅ 𝑑/ 𝑚 -

Jiang et al., 2025 𝑂 𝑑/ 𝑇 ൅ 𝑑/ 𝑚 -

Jin et al., 2021 𝑂 𝑑ଷ/଼/𝑇ଵ/଼ -

Jiang et al., 2025 𝑂 𝑑ଵ/ସ/𝑇ଵ/ସ ൅ 𝑑ଵ/ଵ଴/𝑇ଵ/ହ -

Jiang et al., 2024 𝑂 𝑑ଵ/ସ/𝑇ଵ/ସ 平均光滑性
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实验结果

数据集：CIFAR-100

损失函数 准确率
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工作总结

单机场景下的梯度符号优化

分布式场景下的梯度符号优化

Jiang et al., 2025
𝑂 𝑑/ 𝑇 ൅ 𝑑/ 𝑚 动量法

无偏符号𝑂 𝑑ଵ/ସ/𝑇ଵ/ସ ൅ 𝑑ଵ/ଵ଴/𝑇ଵ/ହ

Jiang et al., 2024 𝑂 𝑑ଵ/ସ/𝑇ଵ/ସ 方差约减
无偏符号

Jiang et al., 2025 𝑂 𝑑/𝑇ଵ/ସ 动量法

Jiang et al., 2024 𝑂 𝑑/𝑇ଵ/ଷ 方差约减
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未来展望

分布式场景下的收敛速率尚有提升空间

拓展如Lion [Jiang and Zhang, 2025]、Adam、Muon

符号优化的额外优势

𝐦௧ ൌ 𝛽ଵ𝐦௧ିଵ ൅ ሺ1 െ 𝛽ଵሻ∇𝑓௧ሺ𝐰௧ሻ

V௧ ൌ 𝛽ଶV௧ିଵ ൅ 1 െ 𝛽ଶ diagሺ∇𝑓௧ 𝐰௧ ∇𝑓௧ 𝐰௧
ୃሻ

𝐰௧ାଵ ൌ 𝐰௧ െ
ఈ
௧
𝑉௧
ିଵ/ଶ 𝐦௧

Adam

• 优化速率与实值类似

• 实际表现有时候更好
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敬请批评指正！
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